Die Bezeichnungen der Punkte, Langen y
und Winkel entnehme man der Skizze. Pg N ﬂ y
I > N
Man bendtigt fur die Losung des Prob- : T, y_1//2<{
lems die Ortslinieneigenschaft der Pa- || S 4
rabel: Id, ' F - ’
Die Parabel ist die Menge aller Punkte, ! vig -
die zu einem gegebenen Punkt F und ﬂ / -
zu einer gegebenen Geraden g den ¢|/ /o 98/{\
gleichen Abstand besitzen. % a
Der Punkt F heiRt Brennpunkt, die Ge- xe A 4
rade g heildt Leitlinie. Der Mittelpunkt Q H

des Abstandes von F zu g wird als
Scheitel S bezeichnet.

Beim gegebenen Problem ist demnach die untere Kante des Blattes die Leitlinie g
und der Ursprung des durch das Falten entstandenen Koordinatensystems ist der
Scheitel der Parabel.

Wird der Abstand von F zu g mit a bezeichnet (wobei fur a gemaf Problemstel-
lung ein beliebiger Wert zwischen 0 cm und ca. 21 cm gewahlt werden kann), so

hat der Brennpunkt im gegebenen Koordinatensystem die Koordinaten F%)ZE ,
die Gerade g (Leitlinie) verlauft parallel zur x-Achse und hat damit die Gleichung

y:_i
5

1. Parabelgleichung
Es sei nun P(x]y) ein Punkt der Parabel. Dann gilt:

d, = PF= _[x?+ @y— 2@2 (Pythagoras) und d, =d(P,g)=y+ g

Gemal der Ortslinieneigenschaft der Parabel gilt nun:
di =d2

2
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Da beide Seiten der Gleichung Abstande und damit nicht negativ sind, ist hier Quad-
rieren eine Aquivalenzumformung und liefert:
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X2+ y?-ay+t 2= y?iay+ &
y y 2 y y 2

X2 = 2ay
y 2a

Da a> 0 gemal Problemstellung durfte durch 2a # 0 dividiert werden.

Die Gesuchte Parabel hat also die Gleichung f(x)=vy = éxz :



2. Tangenteneigenschaft von t

Der Falz/Die Gerade t schneidet die Leitlinie g im Punkt QEC‘

-ZE (QUOg!). Der

Steigungswinkel von t wird mit a bezeichnet; der Steigungswinkel der Geraden
(QF) ist aus Symmetriegriinden genau doppelt so grol3, er betragt also 2a . Zwi-
schen dem Steigungswinkel ¢ einer beliebigen Geraden und der Steigung m die-
ser Geraden gilt aullerdem der bekannte Zusammenhang m =tan ¢ .

(i) Steigung von t aus den geometrischen Eigenschaften des Falzes

a_{_ af
Steigung der Geraden (QF):  _ Ay _2 0 20__a
O Ax 0-q q
Mit der Beziehung zwischen Steigung und Steigungswinkel gilt also: tan(2a) = - % .
Wendet man darauf die aus den Additionstheoremen folgende Umformung flir den
. ~ 2[tana __a
Term tan (2a) an, so erhalt man: 1T tanla q°

Da der Steigungswinkel von t nun a ist, gilt fir die Steigungvon t : m¢=tan a .
Setzt man diesen Zusammenhang in die oben hergeleitete Beziehung ein, so erhalt
20m, _

-_8
1- m; q

man fur m: die Bedingung:

Hieraus errechnet sich m; :
2gm, = -a+ am’?
am?-2gm,-a= 0

2q+t \4q° + 4a® _ 2qt Jalg? + a2 . 2q¢ 2./lq? + a?)
2a 2a 2a
qi [q2 + a2

a
Da der Falz t in der gegebenen Problemstellung eine positive Steigung besitzt und

da Jo?+a? >./q? =|q , ist die gesuchte Steigung des Falzes/der Geraden t :

_a+yq'+a’

a
Dies qilt fur die Steigung von t, unabhangig davon, ob t tatsachlich Tangente an
die Parabel ist oder nicht. Die Gerade t geht also durch den Punkt Q und hat die
errechnete Steigung m: .

m

m,, =

m,

(i) t als Tangente
Es soll nun die Tangente vom Punkt Q aus an die Parabel mit der unter 1. bestimm-
ten Gleichung gelegt werden; dazu bestimmt man zunachst die Ableitung der Funk-

tionzu f'(x)= ;DX . Der Beruhrpunkt der Tangente ist zunachst noch nicht

bekannt, er habe die Koordinaten B(ulf(u)), also BEU

1, .
>a my E . Bei einer Faltung

wie im Problem angegeben ist sofort ersichtlich, dass der Punkt B rechts von Q
liegen muf}, dass also u>q gilt.

Die Tangentensteigung erhalt man dann zu m, = f'(u) = %EU . Die Tangentenglei-

chung ergibt sich durch einsetzen in die Punkt-Steigungs-Form zu



- Vo= Tougx-
y 2aDu aDu[I(x u)_

Da die Tangente durch den Punkt QEQ - 2% verlaufen soll, fihrt man die Punktpro-

.. .. 1 1

be fir Q durch und erhdlt: - 2- —[u>= —[u dq-u) .
2 2a a
Daraus ergibt sich eine quadratische Gleichung:
A e Tpyg- e o Loe-dmu-2-o0
2 2a a a 2a a 2
und schlie3lich durch Multiplikation mit 2a :
u?-2qu-az=0
2qt JAq?+ 42> 2q: AfAgP+ @®)  2q: 2q?+ @ JEa
Upp = 2 - 2 = 2 =Qqt4yq ta

Da u>q sein muB, ist also

u —q —|—/\/q2 —i—a/ = die gesuchte

Beruhrstelle.
Die Tangentensteigung erhalt man damit sofort zu

1
m, = f'(q+ NIRES az): g|](q+ Va2 + a2) , also
q+ o + a2

a
Dies qilt fur die Steigung einer Tangente an die Parabel, die durch den Punkt Q ver-
lauft, unabhangig davon, ob diese Tangente mit dem Falz Ubereinstimmt.

m, =

Tangente und Falz besitzen also die gleiche Steigung. Da sowohl der Falz, als auch
die Tangente durch den Punkt Q verlaufen, stimmen Tangente und Falz genau
dann Uberein, wenn sie auch — wie nachgewiesen - die gleiche Steigung haben.
Daraus ergibt sich sofort, dass der Falz tatsachlich eine Tangente an die Parabel ist
g.e.d.



